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Введение. Известны решения двумерных обратных гидродинамиqеских 
задач для крыловых профилей методом граничных интегральных уравне­
ний (МГИУ), часто называемым также методом особенностей (см. напри­
мер, [1-3]). Эти методы, основанные на сингулярных решениях системы 
уравнений Коши-Римана, нашли в свое время эффективное применение в 
авиа- и турбостроении при проектировании высококачественных несущих 
поверхностей. Ниже дается развитие указанных подходов на пространст­
венный случай. 
Общая математическая модель МГИУ. Пусть v(P,t) - одна из опре­
деляющих субстанций законов сохранения механики жидкости или газа 
(например, скорость - количество движения, отнесенное к единице массы), 
P(t) и P0(i0 ) (Q(t) и Q0 (i)) - текущая и фиксированная внутренние 
(граничные) точки в выделенной: замкнутой односвязной области про­
странства V : t Л i е V = V u S , где граница S есть поверхность Ляпуно­
ва. Положим далее, что функция поля v(P,t) непрерывна вместе со своими 
частными производными по времени t и координатам ~; (i = 1,3) за исклю­
чением, быть может, замкнутого множества точек меры нуль. 
Составим для v(P,t) обобщенную неоднородную систему уравнений 
Коши-Римана 
Vxv=O(P,t), V·v=R(P,t), 'r;/PeV, (1) 
для которой пространственно-временная трансформация субстанции ii 
рассматривается в эйлеровом представлении движения (V - оператор Га­
мильтона). Правые части (1) суть вихреисточниковые функции поля, для 
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которых индивидуальные производные по времени в случае баротропных 
процессов даются уравнениями 
D,O=L"{v,O,R,t}, D,R=L,{v,R,t}, D, =%1' (2) 
записанными в переменных Лагранжа. Структура интегро-дифференци­
альных операторов L", L, непосредственно следует из дифференциальных 
форм записи законов сохранения массы и количества движения. В частно­
сти, для модели идеальной текучей среды первое из представлений (2) яв­
ляется уравнением Гельмгольца-Фридмана динамической возможности 
движения (4). 
Полная система уравнений (1) - (2) обычно оказывается существенно 
нелинейной, допускающей лишь численную реализацию итерационными 
процедурами (при наличии достаточно мощных компьютерных средств), 
сходимость которых вообще и к результату, достаточно близкому к экспе­
риментальным данным, предполагается. 
Обращение системы ( 1) приводит к трехмерному аналогу обобщенной 
формулы Коши теории аналитических функций [5-7) 
(,) 
J..v(P0)+ ffv(Vr- 1 ·n)+vx(Vr-• xn)]dS= f<vr-'R+Ox'V'r- 1)dV, (3) 
s v 
где А,= 47%' в точках Р0 е V, А. = 21r при Ро = Q0 Е S . В последнем случае 
интегральное представление (3) имеет смысл сингулярного интегрального 
уравнения (обозначено символом(,) над значком интеграла) относительно 
v(Pa). В (3) n - единичная внеIШiяя нормаль к S, r - расстояние между 
фиксированной Ро v Q0 и текущей Р v Q точками в V. 
В [5, 6) показано, что решение интегрального уравнения (3) существует 
и единственно, если на S задана нормальная vn либо касательные v11 л vS2 
компоненты функции v (Q), а также плотности R, Q в интеграле по V. 
Ротация Q и расхождение R поля v определяются (при известных началь­
ных, т. е. граничных для t условиях) непосредственным интегрированием 
(2) вдоль траекторий выделенных материальных точек с их последующим 
топологическим отображением на область V. 
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Течение от локально распределенных особенностей. Для дальнейше­
го представляют интерес некоторые частные решения системы (1). 
1. Случай 2D-распределения вихреисточников. Пусть ji(Q), q(Q) - вих­
ри и источники (стоки), непрерывно распределенные на конечной гладкой 
поверхности S', б 1 (Р-Q) - одномерная дельта-функция. Найдем решение 
системы 
'V х v(P) = ji(Q)б 1 (P-Q), У' ·v(P) = q(Q)б 1 (P-Q) (4) 
для трехмерного евклидова пространства Е, регулярное в бесконечно уда­
ленной от S' точке. Здесь под регулярным понимаем решение, удовлетво­
ряющее условию 
I2, М <ОО lim lv(Po)l~A[O]*, k= l, М-[оо] 1 , 
r(P0 ,Q) ... oo l 
о, м -[оо]2 
(5) 
где А - ограниченное положительное число, М - мера компактного множе­
ства точек распределения особенностей. 
Пусть V с Е и s· е V , на S' выбрана лицевая сторона с единичной нор­
малью п+, S_ - граница V. Выделим S'из области V замкнутой поверхно­
стью S, . Тогда в соответствии с (3) имеем 
47rV<Po)+ J [v(Q)дr-i +r-3(v(Q)x(rxn))] dS=O. 
s.us_ дп 
Обозначим Лii = v+ - ii-, rде v± - предельные значения ii с лицевой и 
тьmьной сторон поверхности S' соответственно. Будем расширять S_ в 
бесконечность, а S+ сжимать к S'. Тогда в пределе с учетом регулярности 
искомого решения при Р ~ оо и в силу равенств 
f(Q)+n+xлv, q(Q)=n' ·дv 
найдем 
47rii(P0 ) = J r-3[q(Q)r +(ji(Q)xr)] dS. (6) 
s 
2. Случай 1 D-распределения вихреисточников. Положим теперь, что L -
замкнутая либо неограниченная нить непрерывно распределенных вихреи-
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сточников. Определим в пространстве Е регулярное на бесконечности в 
смысле (5) поле v (Р), Р "# Q от особенностей на L(Q) . В этом случае 
Vxv(P)=rsso 2(P-Q), V·v(P)=qso 2(P-Q), QeL, (7) 
где s - орт касательной к кривой L, o2(P-Q) - дельта-функция второго 
порядка, qs, Ys -напряжение источников и вихрей. Согласно (7) имеем 
lim О(Р)ЛS = rss, lim R(P)ЛS = qs(Q). 
дS-+0 дS->Q 
Здесь ЛS - элемент площади сечения, нормального к L в точке 
Qe{ЛSf\L}, причем из условия V·Q::::O следует Ys =const. В резупьтате 
из общего представления (3) получим 
47<\i(Po)= J r-3qs(Q)rdl+y5 fr-3(sxr)dl, Р0 ~Q. (8) 
L L 
Если q5=0, приходим к известной формуле Био-Савара. 
МГИУ в обратной задаче для несущих поверхностей. Развиваемый 
метод носит достаточно общий характер (см. выше, а также [8-10]) и, в 
принципе, может быть применен для численного решения (комбинирован­
ный метод граничных элементов - l\.1ГЭ) внешних и внуrренних задач гид­
рогазодинамики (прямых и обратных) при широких предположениях о 
свойствах и режимах течения рабочей среды. Однако в дальнейшем в це­
лях сокращения выкладок и большей компахтности изложения ограничим­
ся упрощенной моделью потенциального 3D-течения идеальной несжи­
маемой жидкости . 
Пусть крылья (вообще - несущие поверхности летательного аппарата) 
образованы замкнутыми поверхностями S/'' (знак+ относится, например, к 
правому крылу по отношению к направлению полета) . Обозначим через S0 
остальную фиксированную часть поверхности летательного аппарата (ЛА), 
вI<ЛЮчая фюзеляж (без участков закрепления на нем корневых сечений 
крыльев), поверхности управления полетом ЛА, а также поверхности 
ближних и дальних аэродинамических следов, приближенно имитирую­
щих отрывные зоны за соплами авиадвигателей. Задана дозвуковая ско­
рость набегающего потока v0 (используется схема с обращением движе­
ния). 
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Далее, для упрощения рассуждений и выкладок выходные кромки кры­
льев с· и их свободных ториевых окончаний С~ будем считать острыми. 
Введем глобальную (для всего ЛА) (х, )v (~, ) и локальную (s,) правые 
декартовые системы координат. Выделим внутри S1 = S,+ v s; фиктивную 
поверхность особенностей s; = s;· u s;- . в частности, s; можно опреде­
лить как "среднюю" (скелетную) поверхность крыльев. На S,' отсчет коор­
динат s1 (с соответствующим направлением орта s1 ) будем вести от сече­
ния с. е s;' определяемого как проекция на s; линий резкого изменения 
кривизны входной закругленной кромки крьmьев . Направление отсчета s2 
и ориентацию орта s2 примем от кромок С~ . Единичный вектор s3 обра­
зует с s1 ,s2 правую тройку. 
Распределим на S,', начиная от С. е S,' особенности: источники-стоки 
q(sps2) и вихри y51 (s1,s2), y.1'2(sps2) (см. также [8, 9]). За с· имеем поверх­
ность Sp вихревой пелены, ориентированной по вектору скорости спутно­
го потока и уходящей в бесконечность. Интенсивность свободных вихрей 
rs определяется производной вдоль с· профильных циркуляций гр. с 
торцевых кромок с~ вниз по потоку вдоль линии L СХОДЯТ вихревые обра­
зования интегральной интенсивности г~ за точкой с· пс~' равной про­
фильной циркуляции для торцевых окончаний крыльев Г~. Свободные 
вихри fs интегральной интенсивности, равной разности дГ Ре = г; - r; 
профильных циркуляций вокруг корневых сечений правого и левого крыла 
(в общем случае отличной от нуля), сносятся вдоль поверхностей фюзеля­
жа и хвостового оперения в кормовую часть ЛА, образуя за ним уходящий 
в бесконечность осевой жгут. Тогда, согласно приведенным ранее резу.'IЬ­
татам, для проекций скорости v течения от набегающего потока v0 и осо-
бенностей имеем (i = 1, 2, 3) 
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з 
$5 =v(QeS5 )v(QeSs)-1; v,1 = :~:>;s11 ;vs3 =v., 
i=I 
где s11 - направляющие косинусы между (~) и (sJ. На поверхности ЛА 
S = S, u S0 v sз = v п - нормальная, v 51 , v s2 - касательные к S компоненты 
скорости. Кроме того, для рассматриваемого здесь класса течений имеем 
(опуская для простоты параметры Ламе) 
''"' dГ ." п ;- - . ( - J or s2 d . - Р • • - f vy-O . rs1 SpS2)- -- Sp r,---, Гр(SсЕСо)- rпdsc о as2 dsc о (10) 
Постулат Жуковского-Чаплыгина на выходных кромках С' u С~ сводится 
к требованию 
(11) 
В (9) - (11) sc - орт касательной к кромкам с·, С~; s, - текущая длина в 
направлении sc данных кромок . В подобластях, ограниченных поверхно­
стями крыльев S Р , рассматривается фиктивное течение от особенностей и 
набегающего потока такое, чтобы результирующее течение удовлетворяло 
условию v. =О на S. 
Постановка обратной задачи. Итерационная схема решения. Воз­
можно следующее обобщение на ЗD случай известной из двумерной (2D) 
теории решеток профилей обратной задачи (о.з .) [3]. 
Заданы: скорость набегающего потока v0 ; поверхности S0 ; проекции 
кромок с., с'и с~ скелетных поверхностей s; крыльев в плане; профиль­
ные циркуляции ГР(s2 ) и изменение толщины крыльев 8(sps2 ); желаемый 
характер распределения компоненты u,1(sps2 ) скорости на одной (обычно 
верхней) стороне несущей поверхности . 
Требуется: определить координаты пространственной поверхности S, и 
поле скоростей вокруг границы S ЛА. 
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Для удобства численной реализации о.з. целесообразно подобно приему, 
используемому в 2D случае, представить особенности в виде рядов 
q(s;.s2 ) = ( i~s; )И в_ 1 (s2 )+[s; (1-s;)]И х 
(12) 
х [в0 (s2 )+ ~(Bk(s2 )cosл-k(2Si-l)+Bk+n(s2 )sin7rk(2s; -l))J 
(- -) (1-s;\JY2A ( ) с-(1 -)J.Y2 У12 S1,S2 = ~ -1 S2 + S1 -SI Х 
xl Ao(sJ+ t(Ak(s2 )cos7Z"k(Д-l)+Ak+n(s2 )sin7Z"k(2Si-l))l+ 
- k-1 -
(13) 
-и - / . . . +s1 А2м 1 (s2 ), s1 = s1 s1 , S1 е С . 
В связи с тем, что порядок п разложений (12), (13) для ЗD высок, выра­
жения в квадратных скобках содержат тригонометрические (конечные) ря­
ды вместо степенных, используемых в 2D-теории. Укажем также, что ко­
эффициент Azп+i введен для удовлетворения условию (1 l). 
При численном расчете задается 3D-сетка граничных элементов на 
S0 и s; . В расчетных зависимостях осуществляется переход к формулам 
численных кубатур и квадратур . В результате при соответствующем выбо­
ре числа членов рядов (12), (13) образуется замкнутая система линейных 
алгебраических уравнений относительно й(QeS0 ), q(Qes;), r(Qes;) . 
Порядок сформированной таким образом системы разрешающих уравне­
ний оказывается высоким, в связи с чем задача решается методом последо­
вательных приближений. Задаются геометрия крыльев S1, а также физиче-
ски обоснованным образом распределения ИСКОМЫХ функций на So и s; в 
исходном (нулевом) приближении. Отыскиваются скорости v;:> на S в 
первой итерации. Определяются невязки Лип (Q Е s;) и уточняются поло­
жения s; в пространстве, а вместе с ними и конфигурация крыльев, т. е . 
поверхностей S11 . Далее итерационный цикл повторяется до удовлетворе­
ния заданному критерию сходимости, например, !Ли.! <(е.]. 
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Заключение. Предложен метод непосредственного решения обратной 
rидроаэродинамической задачи для несущих поверхностей ЛА, обладаю­
щий повышенной степенью общности и основанный на применении 
W11Y. Такой подход имеет определенные преимушества перед апосред­
ственным методом решения обратных задач, базирующимся на оптимизи­
рованных процедурах решения последовательности прямых задач. Разви­
ваемый подход представляется более экономичным, позволяет использо­
вать богатый опыт решения о . з . методом особенностей, накопленный в 2D-
теории крыловых профилей . Эффективно реализуется постулат Жуковско­
го-Чаплыгина . Данный метод достаточно гибок в отношении постановоч­
ных аспектов решаемой задачи, формирования расчетных сеток и вполне 
приспособлен к целям проектирования несущих поверхностей ЛА с · зара­
нее прогнозируемыми аэродинамическими качествами. 
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